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Wahrscheinlichkeitstheorie 1

Blatt 7

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Gegeben g, h ∈ L1(Rd). Die Faltung von g und h ist definiert durch

(g ∗ h)(x) =

∫
Rd

g(x− y)h(y)dy, x ∈ Rd.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) g ∗ h ∈ L1(Rd) mit ‖g ∗ h‖L1 ≤ ‖g‖L1‖h‖L1 .

(b) g ∗ h = h ∗ g.

(c) ĝ ∗ h = ĝ · ĥ.

(d) Es sei g(x) = e−αx
2

und h(x) = e−βx
2

wo α, β > 0 mit d = 1. Zeigen Sie,
dass für die Faltung gilt

(g ∗ h)(x) =

√
π

α + β
e−

αβ
α+β

x2 , x ∈ R.

Hinweis: (a),(b),(c) können direkt nachgerechnet werden. Für (d) führen Sie
eine geeignete quadratische Ergänzung durch.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Gegeben µ, ν ∈ P(Rd). Es sei T : Rd × Rd −→ Rd, T (x, y) = x + y. Die Faltung
von µ und ν ist definiert durch µ ∗ ν = (µ⊗ ν) ◦ T−1. Zeigen Sie:

(a) Für jede bezüglich µ ∗ ν integrierbare Funktion f : Rd −→ R gilt∫
Rd

f(x)(µ ∗ ν)(dx) =

∫
Rd

∫
Rd

f(x+ y)µ(dx)ν(dy). (1)

Folgern Sie daraus µ ∗ ν = ν ∗ µ und

(µ ∗ ν)(A) =

∫
Rd

µ(A− x)ν(dx), A ∈ B(Rd),

wo A− x := {y ∈ Rd | y + x ∈ A} = {y − x | y ∈ A}.
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(b) Hat µ eine Dichte g so hat µ ∗ ν die Dichte

f(x) =

∫
Rd

g(x− y)ν(dy).

(c) Hat µ eine Dichte g und ν eine Dichte h, so hat µ ∗ ν die Dichte g ∗ h.

(d) Es gilt µ̂ ∗ ν = µ̂ · ν̂.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es seien X, Y zwei unabhängige Zufallsvariablen mit Werten in Rd und Verteilun-
gen µX , µY . Zeigen Sie, dass die Verteilung von X+Y gegeben ist durch µX ∗µY ,
d.h. µX+Y = µX ∗ µY .
Hinweis: Benutzen Sie (1).

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es sei Ck(Rd) der Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen, wo k ≥ 1.
Für f ∈ C2(Rd) definiere den Laplace Operator durch

(∆f)(x) :=
d∑
j=1

∂2f(x)

∂x2j
, x ∈ Rd.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Es sei f ∈ C∞c (Rd) und g ∈ C1(Rd). Dann gilt für jedes j ∈ {1, . . . , d}∫
Rd

∂f(x)

∂xj
g(x)dx = −

∫
Rd

f(x)
∂g(x)

∂xj
dx.

(b) Es sei f ∈ C∞c (Rd) und g ∈ C2(Rd). Dann gilt∫
Rd

(∆f)(x)g(x)dx =

∫
Rd

f(x)(∆g)(x)dx.

Hinweis: Wegen f ∈ C∞c (Rd) können wir den Integrationsbereich auf ein ge-
eignetes Rechteck einschränken. Führen Sie die Behauptung in Teil (a) mittels
Fubini auf den eindimensionalen Fall zurück. Teil (b) folgt aus Teil (a).

Aufgabe 5 (4 Punkte)

Es sei R > 0 und QR = {x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd | − R ≤ xj ≤ R, j = 1, . . . , d}
der Quader mit Durchmesser 2R. Die äussere Normale auf

∂QR = {x = (x1, . . . , xd) ∈ QR | xj ∈ {−R,R}, für ein j = 1, . . . d}
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ist gegeben durch n(x) = (n1(x), . . . , nd(x))T , wo

nj(x) = 1{xj=R}(x)− 1{xj=−R}(x), x ∈ ∂QR.

Es sei σ ein Maß auf Rd gegeben durch

σ(dx) =
d∑
j=1

mR(dx1)⊗· · ·⊗mR(dxj−1)⊗ (δR(dxj) + δ−R(dxj))⊗· · ·⊗mR(dxd),

wo mR(dxj) = 1[−R,R](xj)m(dxj). Dann heißt σ Oberflächemaß auf ∂QR. Zeigen
Sie die folgenden Aussagen:

(a) Bestimmen Sie σ(∂QR) für alle d ≥ 1. Wie lässt sich das Ergebnis geome-
trisch für d = 1, 2, 3 interpretieren?

(b) Es gilt σ(Rd\∂QR) = 0.

(c) Für jedes j = 1, . . . , d und f, g ∈ C1(Rd) gilt∫
QR

∂f(x)

∂xj
g(x)dx = −

∫
QR

f(x)
∂g(x)

∂xj
dx+

∫
∂QR

f(x)g(x)nj(x)dσ(x).

(d) Es gilt für f, g ∈ C1(Rd)∫
QR

∇f(x) · g(x)dx = −
∫
QR

f(x) · ∇g(x)dx+

∫
∂QR

f(x)g(x)n(x)dσ(x),

wo die Integrale komponentenweise definiert sind.
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