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Blatt 7

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Gegeben g, h € L}(R?). Die Faltung von g und h ist definiert durch

@*muﬂzjﬁw—ym@m%$eR¢

R4
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) g*h € LYRY) mit [|g*hllz < [lglle[|h]lcr
(b) gxh=hxg.

o~

(c) gxh=3-h.

(d) Es sei g(x) = e und h(z) = e wo a, f > 0 mit d = 1. Zeigen Sie,
dass fiir die Faltung gilt

(g % h)(x) =

a+p

Hinweis: (a),(b),(c) konnen direkt nachgerechnet werden. Fiir (d) fithren Sie
eine geeignete quadratische Ergédnzung durch.

Aufgabe 2 (} Punkte)
Gegeben u,v € P(RY). Es sei T : RY x R — RY, T'(x,y) = x + y. Die Faltung
von g und v ist definiert durch p* v = (u® v) o T'. Zeigen Sie:

(a) Fiir jede beziiglich u x v integrierbare Funktion f : RY — R gilt

/f (u*v)(dx) //f$+y (dz)v(dy). (1)

R4 Rd
Folgern Sie daraus p % v = v * y und
(4 0)(A) = [ (A~ a(da), A€ BER,
Rd

WoA—x::{yeRd|y—|—x€A}1:{y—x\yeA}.



(b) Hat p eine Dichte g so hat p * v die Dichte

fa) = / oz — y)(dy).

Rd

(c) Hat p eine Dichte g und v eine Dichte h, so hat u * v die Dichte g * h.
(d) Esgilt p*v=1-7.
Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es seien X, Y zwei unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in R? und Verteilun-
gen Ly, iy . Zeigen Sie, dass die Verteilung von X +Y gegeben ist durch px * py,

d.h. pxyy = px * py.
Hinweis: Benutzen Sie (1).

Aufgabe 4 (} Punkte)
Es sei C*(R%) der Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen, wo k > 1.
Fiir f € C%(R?) definiere den Laplace Operator durch

02 f(x)

, r€RL
3x?

(Af)(x) =

j=1
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Essei f € C*(R?) und g € C'(R?). Dann gilt fiir jedes j € {1,...,d}

o= [ 10500

Rd

(b) Es sei f € C>°(R%) und g € C?(R?). Dann gilt
/(Af x)dx = /f (Ag)(z
Rd

Hinweis: Wegen f € C°(RY) kénnen wir den Integrationsbereich auf ein ge-
eignetes Rechteck einschranken. Fiihren Sie die Behauptung in Teil (a) mittels
Fubini auf den eindimensionalen Fall zuriick. Teil (b) folgt aus Teil (a).

Aufgabe 5 (4 Punkte)

Essei R>0und Qg ={x = (21,...,74) ERY| —R<z; <R, j=1,...,d}
der Quader mit Durchmesser 2R. Die dussere Normale auf

aQR={$=($1,~--,$d)€QR]xQE{—R,R}, fir ein j =1,...d}



ist gegeben durch n(z) = (ny(x),...,nq(x))", wo

n;(2) = Va=ry(2) = Lioy=—ry(2), 2 € OQg.

Es sei o ein Ma8l auf R? gegeben durch

= mp(de)) ®- - @mp(dz; 1) ® (Jp(dz;) + 5_g(dz;)) @ - - @mp(dza),

j=1

wo mp(dx;) = Lj_g g(z;)m(de;). Dann heifit o Oberflichemal auf 0Qr. Zeigen
Sie die folgenden Aussagen:

(a) Bestimmen Sie 0(0Qg) fur alle d > 1. Wie lésst sich das Ergebnis geome-
trisch fiir d = 1, 2, 3 interpretieren?

(b) Es gilt o(RN\OQg) = 0.
(c) Fiir jedes j=1,...,dund f,g € C’I(Rd) gilt

[ e 0%

Qr

/ F(@)g(x)n;(x)do (x).

(d) Es gilt fiir f,g € C*(RY)

Vf(z)-g(z flx) - Vg(x)dz+ [ f(x do (),
/ A /1

QR

wo die Integrale komponentenweise definiert sind.



